
07. Меɬɚɥɥичеɫɤие ɧɚɧɨɬɪɭɛɤи (12 ɛɚɥɥɨɜ) 

ɋɜɟɪɧɭɬɶ ɜ ɬɪɭɛɤɭ ɦɨɠɧɨ ɧɟ ɬɨɥɶɤɨ ɥɢɫɬ ɝɪɚɮɟɧɚ (ɪɢɫ. 1ɚ), ɧɨ ɢ ɫɥɨɣ ɩɥɨɬɧɨ 

ɭɩɚɤɨɜɚɧɧɵɯ ɲɚɪɢɤɨɜ – ɚɬɨɦɨɜ ɦɟɬɚɥɥɚ (ɪɢɫ. 1ɛ). ɇɟɫɦɨɬɪɹ ɧɚ ɧɟɤɨɬɨɪɭɸ ɫɯɨɠɟɫɬɶ, ɚɬɨɦɵ 

ɦɟɬɚɥɥɚ ɢ ɭɝɥɟɪɨɞɚ ɪɚɫɩɨɥɨɠɟɧɵ ɩɨ-ɪɚɡɧɨɦɭ ɨɬɧɨɫɢɬɟɥɶɧɨ ɟɞɢɧɨɣ ɫɟɬɤɢ ɲɟɫɬɢɭɝɨɥɶɧɢɤɨɜ, 

ɩɨɷɬɨɦɭ ɟɞɢɧɢɱɧɵɟ ɪɚɞɢɭɫ-ɜɟɤɬɨɪɵ ɜ ɫɥɨɟ ɦɟɬɚɥɥɚ ɜɵɛɢɪɚɸɬɫɹ ɢɧɚɱɟ, ɱɟɦ ɜ ɝɪɚɮɟɧɟ (ɪɢɫ. 1ɛ). 

ɚ)  ɛ)  
Ɋɢɫ. 1 Зɚɩɨɥɧɟɧɢɟ ɚɬɨɦɚɦɢ ɟɞɢɧɨɣ ɫɟɬɤɢ ɲɟɫɬɢɭɝɨɥɶɧɢɤɨɜ. 
ɚ) ɉɪɢɦɟɪ ɪɚɡɜɟɪɬɤɢ ɯɢɪɚɥɶɧɨɣ ɭɝɥɟɪɨɞɧɨɣ ɧɚɧɨɬɪɭɛɤɢ (ɍɇɌ) (3,5). Дɥɹ ɩɪɨɢɡɜɨɥɶɧɨɣ ɯɢɪɚɥɶɧɨɣ ɍɇɌ (n,m) 

ɪɚɡɜɟɪɬɤɚ ɡɚɞɚɟɬɫɹ ɜɟɤɬɨɪɨɦ 
21 rmrnR


 . 

ɛ) ɉɪɢɦɟɪ ɪɚɡɜɟɪɬɤɢ ɯɢɪɚɥɶɧɨɣ ɦɟɬɚɥɥɢɱɟɫɤɨɣ ɧɚɧɨɬɪɭɛɤɢ (ɆɇɌ) (3,5). Дɥɹ ɩɪɨɢɡɜɨɥɶɧɨɣ ɯɢɪɚɥɶɧɨɣ ɆɇɌ (x,y) 

ɪɚɡɜɟɪɬɤɚ ɡɚɞɚɟɬɫɹ ɜɟɤɬɨɪɨɦ 
2m1mm ryrxR


 . 

 

1. Вɵɪɚɡɢɬɟ ɪɚɞɢɭɫ-ɜɟɤɬɨɪɵ 1mr


, 2mr


 ɱɟɪɟɡ ɪɚɞɢɭɫ-ɜɟɤɬɨɪɵ 1r


, 2r


 ɜ ɟɞɢɧɨɣ ɫɟɬɤɟ 

ɲɟɫɬɢɭɝɨɥɶɧɢɤɨɜ. (2 ɛɚллɚ) 

2. Вɵɜɟɞɢɬɟ ɜɫɟ ɭɫɥɨɜɢɹ ɞɥɹ ɢɧɞɟɤɫɨɜ ɯɢɪɚɥɶɧɨɫɬɢ (x,y) ɡɢɝɡɚɝɨɨɛɪɚɡɧɵɯ ɢ ɡɭɛɱɚɬɵɯ 

ɆɇɌ, ɟɫɥɢ ɢɡ ɟɞɢɧɨɣ ɫɟɬɤɢ ɲɟɫɬɢɭɝɨɥɶɧɢɤɨɜ ɢɯ ɪɚɡɜɟɪɬɤɢ ɩɨɥɭɱɚɸɬɫɹ ɬɚɤ ɠɟ, ɤɚɤ 

ɡɢɝɡɚɝɨɨɛɪɚɡɧɵɟ ɢ ɡɭɛɱɚɬɵɟ ɍɇɌ, ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɟɧɧɨ. (3,5 ɛɚллɚ) 

3. Вɵɜɟɞɢɬɟ ɮɨɪɦɭɥɵ ɞɥɹ ɨɰɟɧɤɢ ɞɢɚɦɟɬɪɨɜ ɍɇɌ ɢ ɆɇɌ ɱɟɪɟɡ ɢɧɞɟɤɫɵ ɯɢɪɚɥɶɧɨɫɬɢ 

ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɢɯ ɬɪɭɛɨɤ (n,m) ɢ (x,y). Вɫɟ ɚɬɨɦɵ ɫɱɢɬɚɬɶ ɬɨɱɟɱɧɵɦɢ, ɞɥɢɧɭ ɫɬɨɪɨɧɵ 

ɩɪɚɜɢɥɶɧɨɝɨ ɲɟɫɬɢɭɝɨɥɶɧɢɤɚ ɜ ɟɞɢɧɨɣ ɫɟɬɤɟ ɨɛɨɡɧɚɱɢɬɶ ɤɚɤ a. (3 ɛɚллɚ) 

4. Кɚɤɚɹ ɢɡ ɧɚɧɨɬɪɭɛɨɤ ɛɭɞɟɬ ɬɨɥɳɟ, ɦɟɞɧɚɹ ɢɥɢ ɭɝɥɟɪɨɞɧɚɹ, ɩɪɢ ɭɫɥɨɜɢɢ x = n ɢ 

y = m = 0? Дɢɚɦɟɬɪ ɚɬɨɦɚ ɭɝɥɟɪɨɞɚ ɩɪɢɧɹɬɶ ɪɚɜɧɵɦ 0,142 ɧɦ, ɞɢɚɦɟɬɪ ɚɬɨɦɚ ɦɟɞɢ – 

0,256 ɧɦ. (3,5 ɛɚллɚ) 

 

Оɬɜеɬ. 

1. Ɋɚɞɢɭɫ-ɜɟɤɬɨɪɵ ɆɇɌ ɱɟɪɟɡ ɪɚɞɢɭɫ-ɜɟɤɬɨɪɵ ɍɇɌ ɦɨɠɧɨ 

ɜɵɪɚɡɢɬɶ ɤɚɤ: 211m rrr


  ɢ 22m rr


  (ɫɦ. ɪɢɫ). 

2. 1) ɍɫɥɨɜɢɟ ɞɥɹ ɡɭɛɱɚɬɵɯ ɍɇɌ n = m. Ɍɚɤ ɤɚɤ ɫɩɨɫɨɛ 

ɫɜɨɪɚɱɢɜɚɧɢɹ ɟɞɢɧɨɝɨ ɥɢɫɬɚ ɲɟɫɬɢɭɝɨɥɶɧɢɤɨɜ ɨɞɢɧɚɤɨɜ, ɬɨ: 

    221222121m2m1m rm2rrmrmrmrmrmrmrmRRryrx


  

Ɍɨ ɟɫɬɶ, x = m, y = 2m (ɢɥɢ y = 2x) – ɭɫɥɨɜɢɟ ɞɥɹ ɡɭɛɱɚɬɵɯ ɆɇɌ. 



ɍɫɥɨɜɢɟ 1 ɞɥɹ ɡɢɝɡɚɝɨɨɛɪɚɡɧɵɯ ɍɇɌ n = 0. Ɍɚɤ ɤɚɤ ɫɩɨɫɨɛ ɫɜɨɪɚɱɢɜɚɧɢɹ ɟɞɢɧɨɝɨ ɥɢɫɬɚ 

ɲɟɫɬɢɭɝɨɥɶɧɢɤɨɜ ɨɞɢɧɚɤɨɜ, ɬɨ: 221m2m1m rmrmr0RRryrx


 . Ɍɨ ɟɫɬɶ, x = 0, y = m (ɢɥɢ 

(0, y)) – ɭɫɥɨɜɢɟ 1 ɞɥɹ ɡɢɝɡɚɝɨɨɛɪɚɡɧɵɯ ɆɇɌ. 

ɍɫɥɨɜɢɟ 2 ɞɥɹ ɡɢɝɡɚɝɨɨɛɪɚɡɧɵɯ ɍɇɌ m = 0. Ɍɚɤ ɤɚɤ ɫɩɨɫɨɛ ɫɜɨɪɚɱɢɜɚɧɢɹ ɟɞɢɧɨɝɨ ɥɢɫɬɚ 

ɲɟɫɬɢɭɝɨɥɶɧɢɤɨɜ ɨɞɢɧɚɤɨɜ, ɬɨ:     22122121m2m1m rnrrnrnrnrnr0rnRRryrx


 . 

Ɍɨ ɟɫɬɶ, x = n, y = n (ɢɥɢ x = y) – ɭɫɥɨɜɢɟ 2 ɞɥɹ ɡɢɝɡɚɝɨɨɛɪɚɡɧɵɯ ɆɇɌ. 

3. ɍɱɢɬɵɜɚɹ, ɱɬɨ   3a30cosa2rrrr 2m1m21 
 , ɩɨɥɭɱɚɟɦ: 

     22222222

21

2

2

2

1

2

mnmna35,0nma32am3an3120cosrmrn2rmrnR 


 

ɢ      22222222

2m1m

2

2m

2

1m

2

m yxyxa35,0xya32ay3ax360cosryrx2ryrxR 


. 

ɉɨɫɤɨɥɶɤɭ ɞɥɢɧɚ ɜɟɤɬɨɪɚ R


 ɪɚɜɧɚ ɲɢɪɢɧɟ ɪɚɡɜɟɪɬɤɢ ɬɪɭɛɤɢ, ɬɨ ɟɫɬɶ, ɩɪɢ ɞɨɫɬɚɬɨɱɧɨ 

ɛɨɥɶɲɢɯ ɪɚɡɦɟɪɚɯ ɬɪɭɛɨɤ, ɫɨɜɩɚɞɚɟɬ ɫ ɞɥɢɧɨɣ ɨɤɪɭɠɧɨɫɬɢ, ɬɨ ɞɢɚɦɟɬɪ ɬɪɭɛɤɢ ɪɚɜɟɧ RD


 .  

Дɢɚɦɟɬɪ ɍɇɌ ɪɚɜɟɧ   22 mnmn3aD  . 

Дɢɚɦɟɬɪ ɆɇɌ ɪɚɜɟɧ   22

m yxyx3aD  . 

4. ɇɚɣɞɟɦ ɞɥɢɧɭ ɫɬɨɪɨɧɵ ɲɟɫɬɢɭɝɨɥɶɧɨɣ ɫɟɬɤɢ ɞɥɹ ɤɚɠɞɨɣ ɢɡ ɧɚɧɨɬɪɭɛɨɤ: 

142,0da CC   ɧɦ, 
3

256,0

3

d
a Cu

Cu   ɧɦ. 

Ɍɨɝɞɚ      n3142,0n3142,0mnmn3aD 222

CC   ɢ 

     n256,0n256,0yxyx3aD 222

CuCu  . 

ɇɚɣɞɟɦ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɟ ɞɢɚɦɟɬɪɨɜ ɆɇɌ ɢ ɍɇɌ: 04,1
n3142,0

n256,0

D

D

C

Cu 



. 

Ɍɨ ɟɫɬɶ, ɦɟɞɧɚɹ ɧɚɧɨɬɪɭɛɤɚ ɛɭɞɟɬ ɬɨɥɳɟ (ɧɟɫɦɨɬɪɹ ɧɚ ɬɨ, ɱɬɨ ɧɚ ɪɢɫɭɧɤɟ ɜ ɭɫɥɨɜɢɢ ɆɇɌ 

(3,5) ɜɵɝɥɹɞɢɬ ɬɨɧɶɲɟ ɍɇɌ (3,5)). 

 


